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APPENDICE I

FONCTIONS D'ONDE INDIVIDUELLES

AI1 - Fonctions d'onde liées des nucléons du noyau

AT1.,1 - Partie orbitale

Nous utilisons les fonctions d'onde normalisées d'un oscillateur
harmonique isotrope :
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oh n = 0,1,2,... et £ = 0,1,2,... correspondant respectivement a la

notation s p d f g...
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Les fonctions d'onde ¢ (r) s'écrivent :
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ou T représente les angles (0, ) qui définissent la direction du vecteur r.
Nous utilisons les harmonigues sphériques définies & partir de celles

utilisées par Messiah , de la fagon suivante :
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LLes fonctions radiales u E(r) ont pour expression :
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est la constante de 1l'oscillateur harmonique
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Li(x) est un polyndme de Laguerre

n

P = TNE (n+p)! (-x)
Ln(X) = Z - =

- (n-m)!(p+m)! m!
m =0

(avec une notation abusive pour les ! pour des valeurs demi-entiéres)
= Relation de recurrence

(n+1) L (k) = (n+p) L (x)+(n+1~x) Lp(x)

~ Valeurs particuliéres

a [
Lo(x) =

f(x) = (ar1)-x

g(k)ZZ%-[(M&)(%Q)—2(W2)X+XZ]
;(x)::%[(&u)(me)Uusyﬁ(me)(MBhHSUusbf-fﬂ

- Comportement local & 1'origine de la fonction une(r)

3 &
& et « (2 sont strictement positifs
i < P22 P
i b .
u . ) ysenr (1-1/2 o'r EERAC G +...) avec AL s A,

strictement positifs
Si £ = O : valeur positive & 1'origine
V é Z O : valeur nulle a 1'origine et la premiére dérivée non-nulle est
positive

U (r) est a 1'origine localement positive ou nulle
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AI1.2 - Expression des fonctions d'onde liées en couplage j—j

- = >
Soit x = (r,0,7) les variables d'espace, spin et
isospin
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I1 est & noter que dans cette expression la partie radiale

une(r) peut €tre mise en facteur.

AI2 - Fonction d'onde du nucléon libre dans une onde s
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Soit (xp) = (rp'ob’Tp) les variables d'espace de spin et
d'isospin du nucléon projectile (indice p)
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€ est le paramétre énergie dans le continu
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APPENDICE TT

THEOREME DE WIGNER ECKART, CONVENTION DE PHASE

[15]

- ELEMENTS DE MATRICE REDUITS

AII1 - Généralités

Nous utilisons un théoreme de Wigner Eckart dit naturel en ce
que 1'élément de matrice réduit est uniquement, sans terme de phase,

1'intégrale d'une quantité couplée a O,

et il
- 1552 =3 1 2 3 :
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15551 J 2
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&=
ij étant la convention de phase associée & la complexe conjugaison
* —
me . ij wg—m

Nous avons adopté dans ce probléme

@ )
Jm

A partir de 134 on peut calculer les éléments de matrice réduits fondamen-
taux, nous en donnons ici uniquement le tableau
Bsf il i g o e
2 2
fa 2 la 2 (ls 20= (=22 31y ! 3&;&<J1 3, 33.>
5 NZYS BF 5 el (o)

j +j. =] air,
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Les Y satisfaisant la convention (A3) sont ceux définis en appendice
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Enfin pour un opérateur hermitique :
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AII2 -~ Remarque : Passage du produit scalaire au produit couplé a O

Procédons par identification :
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Nous poserons pour généraliser - o’[v] =E1s poursy: =0
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AII3 ~ Valeurs particuliéres
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APPENDICE III

[15]

TECHNIQUE GRAPHIQUE DE COUPLAGE

Convention : Nous conviendrons, que dans les écritures de grandeurs
couplées, l'ordre explicite du couplage sera celui de 1'écriture de

gauche a droite.

AITII1 - Introduction des "9j carrés"

AITII1.1 - Définitions

Dans ce qui suit on se limite & des systémes qui. commutent.
Considérons le couplage de 4 systémes distincts de moments cinétiques
respectifs jl, j2,j3,j4 4 un moment cinétique total J,

Les deux modes de couplages l(jljZ)le,(j3j4)J3A,JM> et |(j1,j3)J13,

(j2j4)J24,JM> conduisent & deux systémes distincts de vecteurs de base

du sous espace de moment cinétique (J M),

i s . oo oo
Par définition les symboles 9j carrés sont les coefficients

de la transformation unitaire permettant de passer d'une base & 1'autre :

- - J - 8 J : Z - - £ . - ?M'
!(3132) 120035345, M ) (3,339, 52035307557
O
13724

o . - . . . - . ] L ¢ P
I(JIJZ)JIZ,(JSJ4)J34,JW)l(JlgS)Jlg,(JZJ4)J24 ST

s 3 I3 I0
JJ' MM? e
Jz J4 Y34

s oa

AIII1.2 - Quelques propriétés des ”9j carrés'

Leurs propriétés se déduisent directement des symboles (93)

de Wigner
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TR 3 :
J199%12 3135945
E - : i
J394734 ﬁﬁz Va4 613 e 333494,
0

18524 | o

avec la notation'ﬁ':‘/2j+1

Précisons uniquement quelques propriétés spécifiques de ces
1 o . 11
95 ecarres:
~ 1 Symétrie par rapport a la premiére diagonale, mais contrairement aux

9j de Wigner pas de symétrie générale par rapport a la deuxiéme diagonale,

~ 2 L'introduction d'un systéme fictif couplé & O permet d'inclure les

symboles 6j a des phases prés, En effet, par exemple :
A ©0) pye i N
13,3509, 55 (3500 33, M) = [(3,3,)T,553,,9M)

Cela permet donc le changement de base entre deux modes de couplage, pour
un systéme formé de trois systémes distincts couplés ensemble,
Les calculs ont été faits pour les 9 positions possibles du O dans le

tableau a 9 éléments (cf Tableau T AIII).

~ 3 On peut méme aller jusqu'a interpréter le changement du sens du couplage
)

°

de deux systémes en introduisant deux zeros fictifs :

JAE =
= = RO
(3y3507,5 = () (353,774

I

((Ojl)jl,(jzo)jz)le

! e
Jytdoisio - FO 3
=) 8 o
) Jg

Jg J1 Jio

Tous ces résultats sont interprétés aisément par la technique graphique

exposée ci-dessous,
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AITI2 - Interprétation praphique des ""9j carrés"

ATTI2.1

~ Définitions

Chaque systéme sera représenté par une ligne que 1l'on affectera

de la valeur du j correspondant. Les couplages seront indiqués par des

anneaux groupant les lignes ainsi couplées, L'ordre explicite du couplage

correspondra & la lecture des j de haut en bas, Les "9j carrés’ seront
représentés par des boftes suivant le schéma
J Ji9 JIS
j P . N j
) o —
2 ( Js
' Jdayg J
b ) I
4 <= 34
: - r-J.l j2 J12
h e : :Z bt " oy
1€3;3509, 55 (g3 095 M) G 25 7 €3, 3309, 503,309, ,9M)
7 3 “4 34
J13 _J13J24J

24

AITI2.2 -~ Couplage de 3 systémes

Donnons & titre d'exemple le découplage et recouplage suivant :

J J J
e ) i) J
il I
T i b
3
0o g = = 02
e
(69500 9= 1(3132)J12,(33 0)j, J) = Z _
j. O
J 3
13

J
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o
. | (JIJB)J-13J23>

J



AI1I2.3 -~ Changement du sens_du couplagé :

5
0 = 0
5 ~ Jo
; J,
o2 () ol
0 'jl J
~ 0 J : * J
Gy o G 12)
g 0 J
2
dg 3y Iig

Cette technigue graphique se révéle particuliérement utile dans
la réduction des produits tensoriels, comme nous allons le voir, a titre
d'exemple, dans le calcul explicite des éléments de matrice réduit a deux
corps, L'utilisation de ''9j carrés'' avec O permet de systématiser les calculs,
tout en évitant la lourdeur des phases introduites par les symboles

6j de Wigner,

AIII3 - Exemple de réduction de produits tensoriels : calcul d'un élément

de matrice réduit.

Pour utiliser la technique précédente, il est nécessaire d'adopter
les conventions de l'appendice II pour les éléments de matrice réduits, a
savoir, strictement 1'intégrale d'une expression couplée 3 J = M = O,

Soit & calculer un élément de matrice réduit, antisymétrisée du type :
(o]
(4160 527) (o) 1) (Lud Y
M = JGt & Om Y, T T ke ke )Jlti et DHE
[eapaa¢e eI Ny )y Y5 1) %) () a3 e
suivant la notation de 1'appendice pour 1'antisymétrisation.

o o
Pour généraliser, nous conviendrons que O[ et 7T sont
des opérateurs unité , Spin et Isospin se séparent, de plus il faudra

distinguer le calcul du terme direct de celui du terme d'échange.
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ATITI13.,1 - Calcul du terme de spin

Nous reproduisons les schémas qui expliciteront la manipulation

effectuée,
AITI3.1.1 - Terme direct
0 s
TN /N T - Premiére étape; Séparation des
i —k:7L4 Jt:}_ U
I 2 LL
0 g el Ly vl v 1N _ S
e e Y1) @) (v | -
Vo = —~ v J I

- Deuxiéme étape; Séparation des

matrice :

variables de 1l'opérateur :

0]
0]
0]

(c

[V]
[L] b1 Gl vy
(1)Oi(1) (Ié) (;)

Eei

variables de 1'élément de

J /“QI V : /-\1 jl
1 ‘ L___ ( ) 3
gz _(;__O T e ks Ky 0
9 - ) ;
2
kl ( ) k?
9 N

st () D o 9=

J k k J
2

2 1

(1 )ECL)

ol |x, k, 9 [(eis)jlll<Y[L]o[”]>7 | [cefss,]

J 0O O O
2

[(£,3)3,] ( LGl > [ Tcegsok,)]

(2) (2)

- Troisiéme étape; Séparation du spin du moment orbital




e bt

n <>

e

J5 X 21
N LN
1 T e =0
(,\<27 1\;\%2 T :
() &) \/
N N
:;%(i: s
V
2 ) Ei e
2

£ s j

k
% 1 1
[(els)le(y[L]o[V])JH('@l’s)klj =Ly L’Z - [81HY[L]Hgl'][sl]o—[))]Hs]

iS5 ok
1 ]

On fait la méme manipulation pour 1'autre variable. D'ol 1'expression

du terme direct de M ':

- L L O j !J = k k ¢ ' £ )/ S j '6 S k '6 S S ;l{
. .,L) O S G O k k J L \/’ J S 1\ L ) J S k

Lo | 1 ety 1191 1y 0l 162 [ade 1ot e

AIII3,1.2 - Terme d'échange

Nous devons calculer le terme
(0l (M (RRIY (3T (o, 26, ) 5]

Pour se ramener au calcul précédent il suffit de changer 1'ordre de
5 k_+k,_-

couplage de kl et kz, ce qui introduit la phase (-) : , et de changer

dans les expressions k en k 6' en €é ;
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d'oll 1l'expression du terme d'échange de M :

L | Sgiiy E kg 2 s 2! i !
Ji Jdg 2 %y ey st Yy s 3y e S
e 9k =) k k J g e < J !
y s L ) g sk, i) R
e k k. J 0 O- ! 0 !
- 0 e, s k, 00 e sk 000

Le, 1y e, | 1P [ 0sl 16V a0l 16 1)

k +k_ ~J
12
()

AITI3.2 - Calcul du terme d'isospin

[(£1t2)T||T[“]T[“JlI(t£ té)T]

La technique est la méme;écrivons directement le terme direct

et le terme d'échange :

L1 4t
tl t2 T Ll t2 T

Direct = |u u Of| t! €} T [tlllT[“]llti][t21|T[“]||té]

i
tl - 0, 200

. v t
Lt ty Tty by T
Echange = (-)t1+t2f O ettt O A |]T[p]l]t‘][t [|T[H]llt']
. pooH ohie) i1 2 2 1

té t; T =0 @0




APPENDICE IV

TERMES DE MELANGE D'UNE FORCE SCALAIRE CENTRALE

Nous utilisons les notations suivantes

E;—?- ~> > —- =
Ne) TeT O o ' =

B e 0.0 & B aTT e 05 T+75

S=0 T=0 0. T S=0 T= =1L T=0.+0 T S=1"T=1 o 7T
" OPIPIL-E-V T1P?P;+VS1T—0P3P+V1T1P3P3 ,

les P étant les opérateurs de projection sur les états

singulets et triplets de spin et d‘'isospin, O et T étant les matrices de

Pauli,
O 1D 1 —Ses
PSZWS :--(3+o‘1,62)
2 4
o 2 e
P1:1-is :3.(1-61.0“2)
2 4

Ces coefficients sont normalisés par la relation ¢

Sz =
v 1 T=O e

La profondeur VO est prise négative pour un potentiel attractif.
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APPENDICE V

DEVELOPPEMENT MULTIPOLAIRE D'UNE FORCE CENTRALE GAUSSIENNE

Nous utilisons un facteur de forme du type Gaussien :

>
e
l—) - > HZ
v ( r—rpl) = e
: - - -
- avec = lr—r |
P

A partir du développement multipolaire de em et de

1'expression de v (r) suivante :

2 ) R
r 4+ r .
= ) i
s 2 2
v(r) = e i e B
on obtient :
; © L r.v +L -
= . . . P CaN b
v = dm ) (DTS2 ) F Y R Yy (6 ;
L=0 .
les ﬁng> étant ceux définis par Messiah . En utilisant les phases
définies en appendice T 2
¥ kr
> > v L s L e o
wfle=e )=t Z V2iAl {(—i) i@ ——E—R)} [:Y ) Yd(rp):l e =

L=0

o .
[y YL]O désignant le couplage & O des harmoniques sphériques.
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APPENDICE VI

CALGUL 'EXPLIGITE DE: & = (q/{a, }|92|¢{a} )

’{ }Et\b{ "y sont deux déterminants de Slater normalisés portant sur les
suites de configurations f{a}et {a'} . 92 est un opérateur & 2 corps
symétrisé :
1 A A
0, =35 Z 92(Xi’xj) = Z eZ(Xi’Xj)
ifj=1 i<j=1

i 1L
W{a} = :;:: l (Xp>lll

Développons ce déterminant par rapport & la colonne k

) i oo (——la-1]}
. S8 @

le crochet désigne un déterminant de Slater ngrmalisé portant sur A-1 états

: k S
et sur les variables initiales sauf xy - (=) est la parité de la permuta-

tion qui amdne k & la Iere colonne (-) J est la parité de la permutation

qui améne j & la 1ére ligne. Recommencgons l'opération sur le déterminant

d'ordre A-1. Développons~le par rapport & la colonne ¢(different de k)

P, +P' A P .+P!

1 k=2
e G 2 a0 % <x>{ lAzl} (1)
JA(A-1) - T
jEi=1
Pl
(-) est la parité de la §61mutation qui améne ¢ a la Iére colonne du
determlnant d'ordre A-1 c'est-a-dire a la 2 du déterminant 1n1t1a1 De
P!
meme (-) 1 est la parité de la permutation qui améne i 2 la 2 ligne

du déterminant initial.
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Le crochet désigne un déterminant de Slater normalisé d'ordre A-2 ne portant

pas sur les variables xkeﬂzxg

Par changement d'indice muet et sommation de deux expressions

identiques & (1) on peut écrire :

<Pa'(xk) q)a'(x )

: P 4+P' A P.+P! i j :
Vi) e e P o L S {..__1_ |a-2]}
VoA (A-1) s /2 ‘Pai k ‘Paj e I

L'intérét de ce développement par rapport aux colonnes est que dans
le calcul des éléments de matrices, les intégrales portant sur les détermi-

nants d'ordre 2 et A-2 vont se séparer, étant sur des variables différentes.

Ainsi

- A A
s

En effectuant un développement analogue pour W{a‘} il vient

A A P 4PaP 4P
di i =mon

man ] RO
: k#¢=1 m#Fn=1 JEi=1

= o *
G o, G x ) 350, X {(det 4-2) } {:(det A-z)} dx
avec les notations suivantes :

lmn)n est le déterminant de Slater normalisé des états m et n . L'anti-
symétrisation est notée par ~ et la normalisation par n . Nous utiliserons

aussi [mn> qui est le déterminant de Slater non normalisé.

La derniére intégrale sur les déterminants de Slater n'est non nulle en raison
de 1'drthogona1isation que si les deux déterminants portent sur les mémes
états ; par suite le couple d'états (m,n) est identique au couple (j,1i).

11 en résulte que les 2 suites {a} et {a'} peuvent au plus différer par

deux états.
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Limitons nous au calcul de ¢ pour deux suites {a} et {a']} identiques.

L'é1ément de matrice & 2 corps est indépendant du nom des variables. Il
v a A(A-1) couple de variables xE, - On peut donc se débarrasser de la

la somme sur k et ¢ :

A A P.4P'4P +P'

1 Ji# i m=n ~ =
=7 Z Z (-) JCma e, |51}
iFj=1 mfn=1 :
On a vu que (i,j) = (m,n) . A (ij) donné correspondent deux termes

i=m j=n et i=n j=m qui sont égaux en raison de l'antisymétrisation et

de la présence des signes de parité, d'ob :

1 = ~ 2
28 Z n(ji]92|j1>n
ij=1

(si i=j 1'élément de matrice est nul).
On démontre trés simplement les relations suivantes

V2 <abl€2]ga>n

1 ~
B <ab|62|53>

1l

n<ab192|cd>n

5 <ab lez la)i>
= <ab!92lCd>direct E <ab162[dc>échange
Propriétés de symétries
<ab!92!£é> = ~ <ab|62ldc>
=t5 <bal@2]ga>
= <ba|62]aé>
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APPENDICE VII

TABLEAU DES

CONFIGURATIONS

B

N/
o

HoK

Ici Pauli impose

oo’

j+t impair.

; ; . : c Ep
Confi tions A A
y figuration (spin isospin) o Ao <alﬁy> <aqﬁy>
ds/2 Be=upl—tds 10)T 0, 1o %
i = B'= ds (31) 1 "
j. = 5/2 = 2 A 313 B
y @ = a'= de (@) B = B.__: ds (21) 1 1
ty = 1/2 B = Bl___ ds (20) 1" "
pas de termes non
diggonaux car les
i couplages de Betf
| doivent &tre
identiques.
B = B'=ds (30) |2¢-0,16)™*¢0,4D) 2
a = dz(Ol)s B = B'= ds (31) 2 .
a' = dz(lO)s Bi—Epi—ids (2] ik ”
B = Blz dS (20) 1" 1"
pas de non dia-
gonaux
B = p'= ds (30) 0, 41)° L
2 B = p'=ds (31) i -
=
o= a'= di(lo)s B = g'= ds (21) " 1
B = g'= ds (20) il "
pas de non dia-
gonaux
: Bic Bl aEo) o -;—
a=oao'=d { 1
B = B'= dd(21) i >

Le principe de Pauli ne joue pas pour ces sous-couches différentes.

Le facteur 2 provient de la somme Z ces termes étant non diagonaux.
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Configurations

(spin isospin)

c £
@h@(aﬁ%>

sl/2

1/2

L.
1l

/2

+
Il

B =p'=s” (0,1)

i

B o)t

pas de termes non
diagonaux car les
couplages des f

seraient différent

non car P et B!
doivent comporter
les mémes sous-
couches.

B = pi= da® (o1)*

non car couplage
des B et B'
différent.

B = p'= a® (10)

(-0, 16)°

0,41)*

Nl= Nl

x Ici Pauli impose j+t

impair.
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APPENDICE VIII

VALEUR DE ﬁ%j £ T T=1 POUR vy = sl/2 et d5/2
N
ly=sl/2l
i t
s B
o oS DR i D
v ] : 2 2
4 e grey =0 V2 U2l [0 12 12 [(0,71) 5+ (- 0,16) ]
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